L dsningsfordag till tentamensskrivning i SF1633 Differentialekvationer 1.
Tisdagen den 19 augusti 2014, kI 1400-1900.
Hjdpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa ldsningarna pa ett sddant satt att berakningar och resonemang &r |&tta att folja.
Svaren skall ges pareell form.

Del 1

Modul 1.

Konstruera en autonom forsta ordningens differentialekvationen y¢= f (y), vars fasportrétt ges av
nedanstéende figur. Finns det ndgon stabil jamviktslosning ?

S | < I Y

L 8sning:
Jamviktsl6sningarna & 0, 2 och 4. Jamviktsldsningen 2 forekommer ett jamnt antal ganger.
En autonom forsta ordningens differentialekvation gesav y¢=y(y- 2)*(y- 4).

0 &r en stabil jamviktslGsning.

SVAR: En autonom forsta ordningens differentialekvation gesav y¢=y(y- 2)*(y- 4).
y =0 &r den enda stabilajamviktsldsningen.

Modul 2.
. . —_ , 1 Op :
Bestdm allméanna l6sningen till x ¢= 665 %X samt ange lim X(t).
e

- t®¥
L 6sning:
Vi startar med att bestdmma den allmanna homogena 16sningen och bestammer harvid egenvarden
1 0p

och egenvektorer till matrisen A = EE

™ e5 -3¢
Eftersom matrisen &r triangulér kan egenvéardena direkt anges.
Egenvérdenadr A, = -1 och A, = - 3. Motsvarande egenvektorer erhélles ur systemet (A - M)v=0.
A =-1

& %K, =0, K,=r, ig dér r, & ett godtyckligt reellt tal.

@ Os,, _ _ ?o
s O@K =0,K,=r, , dar r, & ett godtyckligt reellt tal.

xe' 0
Den allménna homogena |Gsningen & X, = ce 620+c2 3@)0 O@O— FC,darc,
elo e5e e 3'gec,o

och c, & godtyckliga reella konstanter och F &r en fundamentalmatris. limX(t) =0.

t®¥

SVAR: Den alménnalOsningen & X, =ce ?O+c2 3t§ ochllmx(t) 0.

t®¥

Modul 3.

Betrakta funktionen given av h(x) = 1
|



Vidare géller att h(x + 8) = h(x). Bestam Fourierseriens summafor x =6 och x =20.
L dsning:

Funktionen h &r periodisk med perioden 8.

h(6)=h(-2+8)=h(-2)=-3-2=-5

h(20)=h(2x8+4)=h(4)

Fourierseriens summafor x =6 &r -5.

Fourierseriens summafor x =20 erhdlles som medelvardet av h(4) och h(-4).

Vi erhdller h(4)+2h(- 4 _ (3+4)+2(- 3-4) _ 0

SVAR: Fourierseriens summafor x =6 &r -5. Fourierseriens summafor x =20 ar 0.

De 2

11. a) En I6sning till begynnelsevardesproblemet y¢=y°® , y(0)=0 gesavy® 0.

Ar 16sningen entydig? Motiveral

b) y=x°& enlosningtill y¢= By%* , y(0)=0. Ar Iésningen entydig? Motiveral

c) Ange det stérstaintervall i vilket |6sningen till ekvationen y¢=3x(y* +1) ,y(0)=1 existerar.
Ar 16sningen entydig? Motiveral

L 6sning:

a)

Enlosning & y © 0 och den & entydig, ty f(x,y) = y® och % =3y’ & kontinuerliga.

b)
Lésningen & g entydig, ty en [6sning & y = x® och en annan lésning & y © 0.

c)
Vi borjar med att |6sa differential ekvationen, vilken &r separabel.

Integreramap x : arctany = x° + C. Villkoret ger: C = arctanlz%1

Differentialekvationens |6sning ges av: y = tan(x’ + %).

Det definitionsomrade som innehdller x = 0 &

b, @ ! i 3n 5 mwy_ \/’
ix-=<x +—< T X-— <X <—=y=[X- 3—<x<3—
172 2?5 1™ 2 4p~ 1 \/ b

Lésningen & entydig, ty f(x,y) = 3x*(y” +1) och _y =6x"y & kontinuerliga.

SVAR: @) Entydig [6sning. b) Ej entydig |Gsning.
i f u

c) Det storstaintervallet i vilket [6sningen existerar &r | x:- 3 3% <x < i/%g Entydig |6sning.
[

12. Matrisen A har reella matriselement. Ett egenvéardetill matrisen A & A =a +ip ,dér ol R
och BT R. Tillhérande egenvektor & v = v, +iv, dir v, och v, & reellavektorer. Harled tvareella
linjart oberoende |Gsningar till systemet X ¢=AX . Genomfor dven berdkningarna for matrisen
a=f

e3 4g
Ldsning:
La X =X, +iX, varaen komplex [6sning till systemet X ¢=AX .
Inséttning ger: X g+iXg¢=A(X, +iX,) = AX, +iAX,.



Ta real- respektive imaginirdd 1Re:Xg=AX,
real- r ive imaginardel: .

agred-resp = Him: Xg=AX,

Realdel och imaginardel av den komplexaldsningen ar 16sningar till systemet.

En komplex losning gesav X = """ (v, +iv,) = e (cospt +isinpt)(v, +iv,).

iRe: X, =e"(v, cospt - v,sinft)

i

Tlm: X, =e*(v,sinpt + v, cosft)

Observera att de tvalosningarna ar linjart oberoende, ty det finnsingakonstanter a och b skilda

ifrén noll sd att aX, +bX, = 0.

Nu dver till de numeriska berakningarna. Vi startar med att bestdmma matrisens egenvéarden.

4- ) -3
0=det(A- Al)= =(@4- N’ +9,h,=4+i3.
(A- M) ‘ A SICERS IR o
Bestdm en egenvektor horande till egenvardet A, = 4 +i3.

3 -3
Inséttning av detta egenvarde i systemet (A - AI)K =0 ger §3 -BiZK =0
1..
En egenvektor & K =§a.o.
e-ig
. i " . iado 20U
En komplex 16sning & X = (4+.3)t§B]?o: “ + I + .
p g e Lig e (cos3t |S|n3t)%é0;a Iz ]ﬂ%
i o) 0y . E@OSSt('j
..RX:X:‘“é & =e"%
o _ e 1= € (éOfaCOSSt e- msth) € &in3to
Tvalinjart oberoende |6sningar &r: | é 0 e
" " sins
i - — At 850 +€E - 4te3 0]
TImX X,=¢€ (éogsth é_lgcos:%t) e & co3ta

Vi kontrollerar det linjara oberoendet genom att visa att Wronskianen &r skilt ifran noll.
WX, X )_e‘“coth e*sin3t | _ 1
V727 T le*sin3t  -e*cos3t | '

YT v - inze“‘(vlcoth- stinﬁt)

SVAR: Tvalinjart oberoende Iosningar ges av i e .
X, =e*(v,Snpt+v,cospt)
0s3t g sin3ty

Numeriskt erhdlles: X, = P77 0 oo X, = & °
esin3te e cos3t g

13. P & en tva ganger deriverbar funktion som uppfyller P(0) = P€0) = 0. Bestam den 16sning till
differentialekvationen y €+ P§x)y ¢+ P@(x)y = P& x) som uppfyller villkoren y(0) =2 och y€0) =0.

L 6sning:

Den givna differentialekvationen kan skrivas y €+ (P& x) y)¢= Pa(x) .

Integrera med avseende pa x : y ¢+ P&x)y = P§x) + C; . Villkoren ger C; =0.

Vér differentialekvation &r linjar av forsta ordningen och har formen y ¢+ P&x)y = P&x).
Bestdm en integrerande faktor och multiplicera differential ekvationen med denna.

En integrerande faktor ges av €07 %)% = gP(). ePXy ¢+ PXIpgy)y = ePXIPet)
omformning ger: (e”™)y)e=e")p¢x). Integreramed avseende p& x : "™y = eP™ 4, .
Villkoren ger: C, =1 vilket insatt i ekvatonen ger y =1+¢ "9,



SVAR: Den soktalésningengesav y=1+¢ "X,

14. Antag att vatten lacker frén en kubisk tank, med kantlangden a, genom ett cirkul&rt hal i tankens
botten. Halets area & A |,. Den volym vatten som per tidsenhet |amnar vattentanken ges av
cA,\[2gh, d&r c (0<c<1 )ar en empirisk konstant. Bestam differentialekvationen for
vattenstandet h. For t = 0 & h = h, . Bestdm vattenstandet som funktion av tiden. Nér & tanken
tom?

L 6sning:

L&t vattenvolymen vid tiden t gesav V(t). Volymforandringen per tidsenhet ar dd_\t/ =-cAp20h.

For den kubiska tanken med kantlangden a ges sambandet mellan volymen V' och vattenstandet h
2

avV =ha".

Inséttning i differentialekvationen ger: a %‘ =-cApy/20h, % =- CA—“@JE
a

dt
Vi infér en konstant k = CA—“@ varvid differentialekvationen blir @ =-kvh, i@ =-Kk.
a dt Jh dt
Integreramap t: 2JF = -kt +C, h =2 4’ t =0 & h = h, medfor att C=2,/hy
eg ap . ’ é 2 g 0 '

) 2R - kg®
s 2 [}
2./ng _ 282 fhg
k  cApJ29°
SVAR: Differentialekvationen for vattenstandet &r % =- kvh.
.2
Vattensténdet & h = ?‘/%Tkt;—; |

. 20
2l

Tanken & tomdah =0 dvsdat =

. Konstanten k =

o A \/2
Tanken &r tom da C—h_rg
a

15. Betraktaen smal stav. Lat dess temperatur gesav u(x,t).

Dess ena dnde hélles vid den konstantatemperaturen 0 ° C och dess andra dnde &r isolerad.
Vidtiden t = 0 &r stavens temperatur u(x,0) =2sin3X +5sin7x.

"'.ug:: ug , O<x<% ,1>0
|
i
Detta ger upphov till féljande problem: { u(0,t) = 0, ugxﬁz 1)=0, t>0
,
%u(x,O) =2sinX +5sin7x , (3:x<—T2c

Bestam stavens temperatur som funktion av 1&get och tiden.
Losning:

Vi bestammer 16sningar paformen u(x,t) = X(X)T(t).
Inséttning i differentialekvationen ger X(x)T §t) = X &x)T(t) .



Divideramed X(x)T(t) : % = % = konstant = A

1Ter) - AT =0
Dessa ekvationer ar linjara med konstanta koefficienter och |6ses med karakteristisk ekvation.
Vi betraktar den forsta ekvationen och far tre skilda fall att undersoka.
Dessa ér foljande: A >0, A =0 och A < 0.

A=u’, ul R A =0 Ar=-u’ ul R

X&) - u’X(x)=0 X®x)=0 X&x)+u’X(x) =0

X(x) = Ae” + Be X(X)=Ax+B,  X(x)=A,cosux+ B,sinux
Randvillkoren och variabel separationen ger oss foljande villkor:

X(0)T(t) =0, XC(EZ)T(t) =0, t>0.

Dessaskall gédllafér allat >0.

Dettager: X(0)=0, XO{%) =0.

eo o . . 1 X®x)- AX(x)=0
Vi far ett system av ordindra differential ekvationer: .

Nu dver till de trefallen. Vi behover dven derivatan X¢x).

Ar=u’, ul R A =0 A=-u’ ulR

X(x) = Ae” +Be ™ X(x) =AXx +B, X(x) = A,cosux + B, sinux

Xqx) = u(Ae™ - Be™)  X€x)= A X€X) = u(- A, Sinux + B, cosyx)

Inséttning av villkoren ger.

r=u’, ul R A =0 A=-u’ ulR

X(0)=A+B =0 X(0)=B,=0  X(0)=A =0

X¢2)=u(Ae?- Be 2)=0 X¢2)=A=0  X¢)=u(- Asinu +B cosu’)=0
‘|'Bl:-Ai 1%:0 ‘-[ASZO

TiA 'S +e'%) =0 1A =0 f 1By cosu 5 = 0

Den enda icke-trivialalosningen erhéllesi fallet A = -u? ul R.
Déerhdlles u=2n+1 ,n1 N ochlésningen har formen X(x) = B,sin(2n +1)x .
Motsvarande t-ekvation har 16sningen T(t) =C" = Ce (™ ",
Vi fér varalosningar till den partiella differentialekvationen och som uppfyller de givna
randvillkoren paformen u_(x,t) = X(X)T(t) =B,C,sin(2n +1)x e ™",
Aven linjarkombinationer av sddana |6sningar & l6sningar.
¥
Vi erhller u(x,t)= g b.e ‘™ 'sin2n+1)x .
n=0
Det dterstar att bestamma koefficienterna.
Dessa erhalles med hjalp av det givna begynnelsevillkoret u(x,0) =2sin3 +5sin7x .
¥

Insdttning ger: u(x,0) :é_ b, sn@2n+)x =2sin3X+5sin7x.
n=0
Identifiering ger att alla utom tva koefficienter ar likamed noll.
Vi fé&r b, = 2 och b, = 5. Den siktaldsningen & u(x,t) = 2e *sin3x +5¢ ** sin7x .

SVAR: Den soktalésningen & u(x,t) = 2¢*'sin3x +5¢ * sin7x .



