SF1635, Signaler och system 1

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2011-12-19

1) Losning

Om vi sétter ¥ = z och x # 0 (x = 0 irrelevant) far vi

Vi far alltsa

Inséttning av begynnelsevirden ger C = 1, Cs = 2 och svaret blir

ysz—%—l—Q, —oo<x <0

2) Losning

Laplace—transformering av ekv(2) i texten ger

Y(s)zs%+ 2_y(s)+e3,
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33+s2—|—2 S+<+32+2)6
= F(s)+G(s)e ™
Enkel tabellslagning(Beta/rosa FS) ger snabbt vid handen att

F(s) 25 f(t) =262 + cos(tV/2) — 1

G(s) 7, g(t) = 6(t) + V2sin(tV/2)

Med hinsyn tagen till fordréjningen ”e=3¢” far vi slutligen svaret:
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y(t) = (26 — 14 cos(tV/2)) U(t) + 5(t — 3) + (v2sin((t — 3)v/2))U(t — 3)

3) Losning

Forst skall papekas att {x(t)},, {2'(t)},, {2"(t)}, betyder den styckvis konti-
nuerliga delen av x(t), 2'(t), 2" (t), vilket inte innebér nagot speciellt for vara
x och 2. Tittar man diaremot pa x”(t) ser vi att hér tillkommer de sk gene-
raliserade derivatorna i ¢ =0 och ¢t = 1.

Resultaten blir alltsa, jamfor med figuren,

) ) 25(t — 1)
201 + 1)
1 1
; 0 L, 0 i\,
-1 -1
1 -1
—26(1)
—2t
2 -2
—2t, 0<t<1;
d'(t) = {d/(t)},=q 2+2, —-1<t<0;
0, 1<t
(8 = —25(t) +20(t — 1) + (" (D)}, =
-2, 0O0<t<1;
= —20(t)+20(t—1)+ 2, —1<t<0;
0, 1<]|t.
Vi borjar med Fourier-integralen
_ 1 jwt
x(t) = 5 /X(w)e dw (1)
och deriverar 2 ggr map t och far, se dven Beta tex ,
F 2" (0))(w) = (jw)* X (w) (2)

Transformerar vi 2”(¢) enligt ekv(1) s& ger oss ekv(2), efter division med (jw)?,
den sokta transformen X (w) av z(t).



Rent formellt och utan krav pa elegans studerar vi

Fl"(t)|(w) = /x”(t)e‘j“’tdt
= 2/(—2)(—j)sin(wt)dt+ 2 /(—5(t) +6(t — 1))e 7d((3)

(1—cosw)—2 1+ 27 = (jw)* X (w), w # 0 (4)

|
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dér vi utnyttjade funktionens udda symmetri i forsta integralen av ekv(3),
samt ekv(2) i sista ledet av ekv(4).
For w = 0 berdknar vi

0 1
X(0) = / +t2dt+/1—t2dt:-~:1
-1 0

som leder till svaret

4) Losning

Sitt P(z,y) = 2(5 — x —y) och Q(z,y) = y(—2 + )
Kritiska punkter erhalls ur ekvationssystemet

P(z,y) = 0=2a(b—z—y)
Qz,y) = 0=y(-2+x)

som har 16sningarna (0, 0), (5,0) och (2, 3)
Derivation ger Jacobimatrisen

; Po=5-2x—y P/=-x

5 0
— J(O,O) = O 2

som har reella egenviirden med olika tecken, mao (0,0) &r en sadelpunkt och dér-

med instabil.
p -5 -5
GO~ Vo 3



som har reella egenviirden med olika tecken, mao (5,0) ar en sadelpunkt och dér-

med instabil.
] -2 =2
S N S

som leder oss till det karakteristiska polynomet

2—-)\ =2

P(A) = [T — M| = ‘_ 3 I\

‘:/\2+2)\+6:(/\+1)2+5=0

Eftersom egenviirden #ir komplexa och lika med —1 + iy/5 blir slutsatsen att(2,3)
ar en stabil spiralpunkt.
Vi far harmed svaret

De kritiska punkterna (0,0) och (5,0) &r sadelpunkter och instabila, samt den
kritiska punkten (2,3) &r en stabil spiralpunkt.

OBS: Fasportrattet till tal 4 finns pa sista sidan!!

5) Losning

Vi har 2 metoder att vélja pa for att 16sa problemet:

e Metod I: Derivering av f(t), ¢, — ag, an, by
e Metod II:Klassisk berdkning av ag, a,, b,

a) Metod I:
f(t) utvidgas till en 4-periodisk funktion f(¢), som vi i diskontinuitetspunk-
terna definierar si att f(t) = % [f(t+0)+ f(t—0)] for alla ¢, dvs f(0) = %
Da géller for alla ¢ att
— . inwot _ T _ 1 —inwot
f(t) = Z Cp €™ med wy= 5 och ¢, = T / f(t)e mrtdt
n=-00 1per
(t)
L 2
/A ; l l
| | (1 | |
T ; j Kt
6 4 2 2 4 6 8
Ur figuren tar vi direkt ¢ =1 = % och for derivatan far vi
C . : 1, 0<t<?2
/ - inwot - o _ ) ’
F(t) = ; Cn(inwg ) et = —§(L+2) —(t) — (¢ 2)+{ 0 —2<t<0)



da blir fér n # 0
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Cn(inwo) = i /(_5<)_6(t_2 —znwotdt+/1 e—znwotdt
N A et AN A C i
_4(1 e + _ano)_4(1 ()" +
L .
. _1+ (_1)77, (_1) nr n. Jamn )
" 4inwy —4(mw0 2 . udda

Nu kan vi bestamma de reella koeflicienterna a,, och b,,:

a, = 2Re[cn]:—ﬁ, n=2%+1k=0,1,2,..
nm
b, = —2Im[cn]:—%, n=2%k=1,23,..

och vi far svaret

4 O S7Tk+1/2) 1 — sin rkt

2
U (2k +1)? T k
Metod II
Da géller for alla ¢ att
_ . nmt - nmt
2 0 4 Z [ancos + b, sin 5 } : (5)

dar

i/f t)dt = i/ i/tdtzl, (6)

medan for n > 0

2

0
a, = 2 [ o mrtdt+2 tcosmrtdt =
4 4
2

0, n jamn;
= —Z5(cosmn—1) = EQNJW—H={ 4 .

n?m n?m — 53 b udda
0 2
b, = 2 [ sinnot mrt dt + 2 [ ¢ sin 20t mrt dt = - =
4 4
e 0
L (1 4 cosnm) =~ L (14 (cup = | Ta IR
= ——= cosnw) = ——— — =
nm nm 0, n udda.



Alltsa ar

s COS m2k+1) t s sin ( T2k
f(t)zl_%z ((2k+21)2) -3 <2l§ >t )

k=0

Som ger naturligtvis samma svar som ovan

— _iico k+1/2 _loo 1n7rkt
7T21<;:0 (2k+1 T

b) Eftersom Fourier-serien alltid gar genom medelvérdet i en diskontinuitet blir

=1
c) Satter vi t =0 i serien ovan far vi
4 [e.o]
0 =1- = E 10
f( ) 71_2 kZO 2k+ 1 27 ( )

dvs

,%(%Jr 1)2 5 =g

6) Losning

Det enklaste sattet att berdkna de intressanta frekvenserna ar via Fourier-trans-
formen av den samplade signalen:

(e o]

X(f) =7 D X(f—nf)=
- Z (C1O(f — (£f1 4 nfo)) + Cob(f — (£fa+nf))+

+ 035((f - (if3 + nfs)))

Dar fi, fo, f3 star for frekvenserna och C1, Cy, C5 star for de ointressanta amplitu-
derna och fas av de givna cos-sviingningarna. Pa grund av att vart lagpassfilter(LP)
har bandbredden 200 Hz filtreras alla frekvenser utom |f| < 200 Hz bort.
Eftersom den givna signalen innehaller frekvenserna f; = 700, fo = 750, f3 =
800 giller det att bestamma frekvenser |f| = |Efia3+nfs] < 200 for n =
0,41,42, ..., alla f i Hz

Vi far da de aktuella villkoren:

|4£700 +n360] < 200, => n=F2 = f, = 720 Hz
14£750 +n360] < 200, => n=F2 = f, = 730 Hz
14£800 +n360] < 200, => n =F2 = f. = F80 Hz.

Vi far hiarmed resultatet



fa = 20Hz, f, = 30 Hz, f. = 80 Hz.

for de utgaende frekvenserna.
De negativa frekvenserna ar en del av symmetrien eftersom signalen &r reell och
brukar darfor oftast inte anges, se figur nedan.

f1=700 Hz, f2=750 Hz, f3=800 Hz, fs=360 Hz, A1=3, A2=1, A3= -3
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Detta ar fasportrattet till tal 4
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