KTH Matematik

Losningsforslag till kompletteringstentamen
SF1633 Differentialekvationer I.

SF1637 Differentialekvationer och transformer III.

Mandagen den 14 november 2011, k1l 1630-1730.
Hjalpmedel: BETA, Mathematics Handbook.
Redovisa losningarna pa ett sadant satt att berdkningar och resonemang ar latta att folja.
Svaren skall ges pa reell form.
Modul 1.

d
Bestim den losning till differentialekvationen 2x” Ey = 3xy +y° som uppfyller villkoret y(1) = —2.
Losning:

L d
Vi omformar differentialekvationen genom division med yz. Dé erhalles 2x° y =

= =3xy '+1.
PR

Derivering av z=y_ med avseende pa x ger 2/ =—y Y .

3 1
Insattning i differentialekvationen ger 2x° (=z") = 3xz +1 vilken omformas till 7"+ 2—z = —2—
X X
Vi har erhallit en linjar differentialekvation av forsta ordningen. Bestam en integrerande faktor.
icbc 2lnx z
En integrerande faktor ges av e"2* =¢> =x?2.
Multiplicera differentialekvationen med integrerande faktor.
3 3 1 2 4 2 L 3 1
x27'+—x?z=——=x?, —| x?z |=—=x 2. Integration ger: x’z=-x2+C.
2x 2x° dx 2 s £
3 i
Substitutionen ger x2y~' = —x2 + C. Bestam integrationskonstanten.
_ 1
Villkoret ger (—2) '=—1+C, C= 5 Vi loser ut den sokta funktionen.
1
3 1 3 >
SIURLE S T B B R 2x3x 1
x2y = x? 4=,y =—x"+=x 2= +—., y=——7". Losningen ir definierad for x >—.
2 2x? =2V 4

2x«/_

SVAR: Den sokta losningen ar y =
g y= ) \/—

Modul 2.

-2
Betrakta systemet av differentialekvationer X' = ( _1)
Bestam de kritiska punkterna. Avgor typ och stabilitet/instabilitet.
Avgor vad som hinder efter 1ang tid med en partikel som placeras i punkten (5,6).
Losning:
Vi borjar med att bestimma kritiska punkter. De erhalles d& hastighetsvektorn X" = 0
Den enda kritiska punkten ar origo, ty matrisens determinant ar skild ifran noll.

_2‘\

Vi bestimmer egenviarden till matrisen A = ( 4 1 }
-A 2
4 -1-A
Egenvardena ar komplexa och lika med ll , =1%2i. Det ar komplexa egenvarden med positiv realdel.
Det innebiar att den stationara losningen (kritiska punkten) ar en instabil spiral.

En partikel som placeras i punkten (5,6) kommer att avlagsna sig obegréansat fran origo.

SVAR: Den kritiska punkten, origo, ar en instabil spiral.
Partikeln avlagsnar sig obegransat fran origo.

0 = det(A—AI) = =X -20+5=(A-1)"+4

Modul 3.
Betrakta den 2m-periodiska funktionen f da f(f)=1t>, —m <t <T.
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Bestam utgaende fran f :s fourierserie seriesumman 2—2

n=l
Losning:
Den givna funktionen f ar en jamn funktion.

a, x 2 2

Fourierserien #r pa formen 7°+ E a,cosnt ,dar a, =— ]L f()dt och a, =— ] f(t)cosntdt .
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n=l 0 0

Vi berdknar integralerna.
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2] cosnm sinnt || 2. cosnm  4cosnm
a,=—\2n———+|-2— =—2n———= >

T n n 1] = n n

n° ~4cosnm
Funktionen f tilldelas fourierserien f ~ —+2—Zcosnt.
n

n=l

oo

T 4cosnm
For t =T erhalles 7° =—+Z—2cosmtl:l
n

n=l

2n2 b _1 2n
Rosnm =(—1)" vilket ger = z( 2
4' n=1 h
o 2
. . T
Den sokta seriesumman blir 2—2 = o

n=l

. w1l
SVAR: Den sokta seriesumman blir 2—2 = ?

n=l



