KTH Matematik

SF1633, Differentialekvationer I.

SF1637, Differentialekvationer och transformer lll.

Kontrollskrivning nr 2, mandagen den 26 september 2011, kl 1030-11.30.
BETA, Mathematics Handbook ar tillatet hjalpmedel.

1. En l6sning till differentialekvationen x*y” - xy'-=3y=0, x>0 gesav y, = x’.
Bestam den allménna l8sningen till differentialekvationen x*y"—xy' =3y =4x°, x >0.
Bestam aven den |16sning som uppfyller villkoren y(1) =0 och y'(1) =5.

Lésningsforslag:
Vi anvander metoden "reduktion av ordning”.

Ansdtt y=x’z, y =x'7+3x%z, y' =x'2+6x°7 +6x7.

Insattning i den inhomogena differentialekvationen ger

x2{x3z” +6x°7 + 6xz} - x{x3z’ + 3x2z} - 3{x3z} =4y’

Forenkla x°z"+5x*z = 4x°

Nu kan vi antingen satta u =z, u’' =z’ och darigenom reducera ordning.

Vi far da x’u' +5x*u = 4x° vilken kan 16sas med hjilp av integrerande faktor.
Ett annat alternativ ar att konstatera att vanstra ledet &r en derivata och
integrera med avseende pa x. Vi far x’z7 =x* +C, och z/=x" +Cix™.

. C C
Integrera med avseende pa x. z=Inx+ 4‘ +C, =lnx+x—j+C2.

3y . . C C
Den allménna Isningen &r y = x3(lnx+—j+c2 =x’Inx+—=+C,x".
X X

For att bestédamma den 16sning som uppfyller villkoren behdver vi férstaderivatan.
C

y' =3x"Inx+x* -—=+C,3x°
X

C, =1

vilket har I6sningen { : .
C,=-1

0=y(1)=0+C,+C,

Insattningen av villkoren ger:
9 9 {5=y’(1)=0+1—C3+C23
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SVAR: Den allménna lésningen dr y = x’Inx + — + C,x".
x

1
Den 18sning som uppfyller villkoren dr y = x’Inx - —+x° .
X

2. En linjar differentialekvation har omformats med hjalp av substitutionen x=y'.

(dx)
) . L . a1 2\ (x
Da har féljande linjara ekvationssystem erhallits »1=l o .
@
dt
t 0 -1
Bestam den allmanna I6sningen. Bestam aven lim(x( ) da (+O) =/ ) .
=yo) o)) "L 1)

L&sningsforslag:

1 2
Vi bestammer egenvarden och tillhérande egenvektorer till matrisen A =(1 )



Egenvardena fas ur ekvationen 0 = det(A - AI) =

2
_)L‘=A2—A—2=(A+1)(A—2).

Vi erhéller egenvadrdena A, =-1 och A, =2. Nu dver till egenvektorerna.
De erhalles ur ekvationen (A - AIK =0.
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Vi bildar linjarkombinationer av sadana Iésningar och erhaller den allmanna l6sningen.
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X(t) =ce” +c,e =, +c, .OBS! x=y".
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Lésningarna till systemet ar pa formen X =(

1
Den I6sning som gar genom punkten ges av X(#) = —e"( 1).
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Da blir lim =1limX(?) =0
y(®)

t — ool
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SVAR: Den allmanna I6sningen ar X(z) =ce™ L ree ' ) och lim 0 =0.
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3. Bestam de stationara I6sningarna till det icke-linjara systemet — =, .
dtl\yJ Lx +2y—1)

Bestam deras typ( nod, sadelpunkt, spiral, centrum) och avgdr om de ar stabila/instabila.

Lésningsforslag:

e . . . d(x
Bestam forst de stationdra l6sningarna. De erhalles da hastighetsvektorn E( )
y

I
<

Forsta ekvationen ger y =0 vilket insatt i den andra ekvationen ger x = =1.
De stationara I6sningarna ar (1,0) och (-1,0).
Deras karaktar bestammes med hjalp av linjarisering av det icke-linjara systemet.
Insattning av respektive stationar punkt i Jacobimatrisen ger en konstant matris
) . . : 2xy x> +1

vars egenvarden bestammes. Jacobimatrisen J(x,y) = ( ) 5 )
-A
2 2-A
Reella egenvarden med skilda tecken. Sadelpunkt vilken ar instabil.
(=1,0) ger J(1,0) =(_02 2) = A, vi far 0 =det(A, - AI) = 5 2:‘ =X -2A+4=(A-1)+3.
Komplexa egenvarden med positiv realdel. Instabil spiralpunkt.
Detta galler daven for det icke-linjara systemet.
SVAR: De stationara I6sningarna ar (1,0) och (-1,0).

(1,0) &@r en sadelpunkt vilken ar instabil och (-1,0) ar en instabil spiralpunkt.

— X -2A-4=(A-1)>-5.

0 2
(1,0) ger J(1,0) =(2 2) = A, Vi far 0 =det(A, - AI) =‘




