KTH, Matematik
Gvningar till Kapitel 5.5-5.6, 6.6 och 8.3-8.6

1. Matrisframstéllningen A, av en rotation R, : R? — R? med vinkeln ~ &r

( cos(y) —sin(y) > |

sin(y)  cos(7y)

Da R.+p = R, o Rg, ér matrisen

[ cos(a+ ) —sin(a+ B)
At = ( sinfa+3)  cos(a+ B) )

lika med produkten
= () ) (50 29)

som visar att
cos(a+ ) = cos(a)cos(f) — sin(a) sin(F),
sin(a + ) = sin(«a)cos(B) + cos(a) sin(3).

2. Lat f : U — V vara en injektiv linjar avbildning mellan tva vektorrum U, V.
Definiera en avbildning
g:Im(f) —U

genom ¢g(v) = v om v € Im(f) &r lika med v = f(u), for v € U. Observera att
avbildningen ¢ ar véldefinierad eftersom f &r injektiv (dvs det finns bara ett u
att vilja sa att v = f(u)), och bevisa att g ar en linjar avbildning (som kallas for
inversen av f).

Losning: Vimaste visa att (1) g(v14v2) = g(v1)+g(ve) och att (2) g(Av) = Ag(v).
Lat uy,uy € U vara sa att f(uy) = vy och f(ug) = ve. Da ar

flur +uz) = fur) + fluz) = v1 + v,
som implicerar att
g(v1 + v2) = uy +uz = g(v1) + g(v2).
(2) Lat u € U vara sa att f(u) =v. Da &r
f(hu) = Af(u) = o,

som implicerar att

g(Av) = du = Ag(v).



3. Vilken av foljande linjara avbidningar ar injektiv, surjektiv, bijektiv?

(a) f:R* =R f(x,y,2,t) = (xz,y + 2,1),
(b) f: Ps — R, flag + a1z + asx® + azx®) = (ag — az, a1 + az, ag — az, a1 — as),
(d) [ Mgy — R57

f(i Z) =(a+ba+c,a+db+c,b+d).

Losning: (a) f kan inte vara injektiv da 4 > 3. Det kan man ocksa se fran att
f(0,1,—1,0) = (0,0,0). Avbildningen f #r surjektiv da varje (a,b,c) € R3 ér i
bilden av f: f(a,b,0,c) = (a,b,c). Da f inte ar injektiv kan den inte vara bijektiv.
(b) f &r inte injektiv da f(z*) = (0,0,0,0). f &r inte surjektiv da (1,0,0,0) inte
ligger i Im(f): Om f(ap + a1z + azx® + azx®) = (1,0,0,0), da ar (1,0,0,0) =
(ap — ag,ay + az,ag — ag, a3 — as), och fran forsta koordinat far man 1 = ag — as,
men fran andra koordinat far man 0 = ay — as, som ar omdjligt. Da f varken
ar injektiv eller surjektiv kan den inte vara bijektiv. (¢) f &r injektiv, surjektiv
och bijektiv. (d) f kan inte vara surjektiv dd dim(Mays) = 4 < dim(R%) = 5.
Avbildningen f &r injektiv. Antar att

f(a b):(a+b,a+0,a+d,b+07b+d)I(anyovoao)v

c d
foljer a = —b, a = —c¢, a = —d, b = —c¢, b = —d. Fran de tva forsta ekvationer
far vi b = ¢, men fran tredje ekvationen géller b = —c, och alltsa b = ¢ = 0. Och

det foljer att ocksa @ = d = 0. Vi har alltsa visat att Ker(f) = {0}. Da f inte ar
surjektiv ar den inte heller bijektiv.

4. Lat A beteckna den linjira avbildningen fran R3 till R? som bestar av forst en
spegling i planet x1 4+ x5 — 2x3 = 0 och déarefter en projektion pa planet 2x, 4+ xo +
2x3 = 0. (a) Bestdm matrisen for denna linjara avbildning relativt standardbasen.
(b) Bestédm avbildningens bildrum och nollrum. Lésning: (a) Lat S beteckna
speglingen och P projektionen. Lat E = {ey, 5, 3} beteckna standardbasen. Den
sokta matrisen &r matrisen (PoS)g = (P)g(S)g. Vi letar forst efter en bas B for
vilken S har en enkla matrisframstillning. For detta tar vi tva linjdra oberoende
vektorer v; = (1,—1,0), vo = (2,0, 1) som ligger pa planet x; + x5 — 223 = 0, och
en vektor v3 som ar normal till planet, till exempel

V3 = V1 X Vg = (—1, —1,2)

Da S(v1) = vy, S(v9) = vy och S(v3) = —v3 dr matrisframstéllningen av S relativt
basen B = {vy, vy, v3} lika med

10 0
S)p=[01 o0
00 —1

Basbytematrisen fran basen B till standardbasen F &r lika med

12 -1
Q=(@dps=[ -1 0 -1
01 2



(i den k:te kolonnen star koordinaterna av vy relativt standardbasen B). Basby-
tematrisen fran standardbasen E' till basen B &r lika med

1 1 -5 -2
(id)BE:Q_lza 2 2 2
-1 -1 2
Da ar
1 2 -1 10 O 1 1 =5 =2
(S)e = (i[d)pp(S)pid)pg=| -1 0 -1 01 0 G 2 2 2
0 1 2 00 -1 -1 -1 2
2 -1 2
- % 1 2 2
2 2 —1

Pa liknande sétt, letar vi efter en bas C for vilken P har en enkel matris-
framstéllning. Vi tar w; = (1,0, —1) och we = (1,-2,0) som ligger pa planet
2x1 + w9 4+ 2x3 = 0, och w3 som &r ortonormal till planet, till exempel

w3 = w; X wy = (—2,—1,-2).

Da P(wy) = wy, P(wy) = wy och P(ws) = 0, &r matrisframstéllning av P relativ
basen {wy, wsy, w3} lika med

100
(P e=1010
0 00
Basbytematrisen fran basen C' till standardbasen E ar lika med
1 1 =2
R = (id)gc = 0 -2 -1
-1 0 =2
Basbytematrisen fran standardbasen F till basen C' ar lika med
1 4 2 =5
(iol)CE:R*:§ 1 -4 1
-2 -1 =2
Da ar
1 1 =2 100 4 2 =5
(P)g = (id)ge(P)c(id)cr = 0 -2 -1 010 |-= 1 -4 1
-1 0 -2 000 -2 -1 =2
1 5 —2 —4
=3 -2 8 =2
-4 -2 5
Till slut, far vi
5 =2 —4 2 -1 2

1 1
(PoS)p = (PeSe=5| -2 8 -2 |5 -1 2 2
—4 -2 5 2 2 -1

. 4 17 10

= - -16 14 1

410 —17



5. Betrakta den linjira funktionen f : R3 — R? definierad av
f(x,y,z) = (iL‘-Z,Z-QZ’,Q?—y).

(a) Matrisframstéllningen av f relativ standard basen B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)}
ar lika med

10 -1
(=1 -1 0 1
1 -1 0

(b) Basbytesmatrisen fran B’ = {(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)} till B &r lika med

P - (id)B,B’ =

[ )

11
01 |,
10

(i den k:te kolonnen star koordinaterna relativt B av den k:te basvektorn av B’.
Basbytesmatrisen fran B till B’ ar lika med

-1 1 1

1
MbeP”Zi 1 -1 1

1 1 -1

(11 1 0 -1 01 1
(N = ([ Dps(fpldes =5 | 1 -1 1 10 1 10 1
1 1 -1 1 -1 0 110

BN T

2\ 1 -1 o

Som vanligt, maste man nu tédnka pa om hur man kan testa att man har fatt ratt
svar? Jo, kom ihag vad (f)p egentligen &r: i k:te kolonnen star koordinater av
den k:te basvektorn av B’ relativt B’, dvs att man maste testa att

1 -3
f(0,1,1) = 5(0, 1,1)+ 7(1,0, 1)+ (1,1,0),

1 1 —1

S(0,1,1) 4+ 5(1,0.1) + —(1,1,0),

f(1,1,0) = —(0,1,1) 4+ (1,0,1) +0-(1,1,0).

6. Om den linjéra avbildningen f : R* — R?® vet man att f(1,2,—1) = (2,2,1),
f(0,1,3) = (2,1,1) och f(1,1,1) = (1,1,0). Bestdm den inversa avbildningens
matris relativt standardbasen. Lésning: Observera att B = {(1,2,—1),(0,1,3),(1,1,1)}
och C' = {(2,2,1),(2,1,1),(1,1,0)} bildar tva baser av R3. Matrisframstéllning
av f relativ baser B och C &r naturligtvis enhetsmatrisen

0
(fles = 0
1

OO =
O = O



Matrisframstéallningen av f relativt standardbasen ar lika med

(e = (id)ec(f)es(id)se,

och dirmed dr matrisframstéillningen av f~! relativt standardbasen lika med

Fe=fe) " =(d)es (Hes) " (d)er = (id)ppid)e g

Vi beradknar alltsa de tva erforderliga basbytesmatriserna: Basbytesmatrisen fran
standardbasen F = {(1,0,0),(0,1,0), (0,0, 1)} till basen C' &r lika med

-1

2 21 -1 1 1
(id)op=((dpge) "= 2 1 1 = 1 -1 0
110 1 0 -2

Och basbytesmatrisen fran basen B till standardbasen F ar lika med

1 01
(id)gp = 2 1 1
-1 3 1
V1 har alltsa
1 01 -1 1 1 0 1 —1
(fhHe=| 211 1 -1 o]l=[0 1 o0
-1 3 1 1 0 —2 5 —4 -3

. Visa att avbildningen T : P, — R? definierad av
T(p(x)) = (p(0),p(1), p(2))
(a) dr linjér: (1) Lat p(z) = ag + a1 + asx?, q(x) = by + byx + bex® € Ps.

T(p(z) +q(z)) = T((ao+ bo) + (a1 + by)z + (as + by)z?)

= (ag + bo, (ag + bo) + (a1 + b1) + (a2 + ba), (ag + bo) + (a1 + b1)2 + (as + b2)4)

(ag, ap + a1 + ag, ag + a12 + agd) + (bo, by + by + ba), by + 012 + by4)

= T(p(z)) +T(q(z)).
(2) Léat p(x) = ag + a;x + asx® € Py och X € R.
T(\p(z)) = T(Aag+ Aaiz + Aagz?) = (Aag, Aag + Aa1 + Aag, Aag + Aai2 + Aag4)

= Aag, a0+ ay + as, a9 + a12 + asd) = XT'(p(x)).
(b) T &r injektiv: Anta att T(ag + ayz + azz?) = (0,0,0). Da &r
ag =0, ag+ a; +as =0, och ag + 2a; + 4as =0,

som implicerar att ag = a; = as = 0. En injektiv linjar avbildning mellan tva
rum av samma dimension &r bijektiv, (¢) Matrisframstéillningen av T' relativt
standardbasen {1, z,2%} av P, och standardbasen {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} av
R3 &r

1
1
1

O~ O
A — O



som har inversen

1 2 0 O
3 -3 4 -1
1 -2 1

Dérmed #r inversen av T avbildningen S : R?* — P, definierad genom

3 1 1 1
=a+(—a+2b— =)z + (=a— b+ =c)z’.
S(a,b,c) =a+ ( 50 b 20)35 (2a b 20):)3

(d) Hur kan man tolka denna isomorfi? Ett polynom av grad 2 ar fullstandigt
bestdmt genom sin evaluation pa tal 0,1 och 2 (eller vilken andra tre godtyckliga

tal).
-(22)

. (a) Lat
vara en matris av typ 2 x 2, och antag att A &ar ortogonal. Kolonvektorer av A
maste alltsa vara ortonormala, sa att

((a,c), (b,d)) =ab+ cd = 0.

Det foljer att det finns A € R sa att (b,d) = A\(—c,a). Eftersom varje radvektor
har norm 1, har vi att a® + ¢ = 1 och v* + d*> = A\?(a® + ¢?) = 1, som implicerar

alltsd att A = 1 eller A = —1. Fran a® + ¢ = 1 f6ljer dessutom att a = cos(a) och
¢ =sin(a) for en o € R. Enligt om A = 1 eller A = —1 ser vi att A maste vara en
av

:<am@-ﬂm®) e A:(mwo gmw)‘

sin(a)  cos(a) sin(a) — cos()

(b) Multiplikation med A,

T,: RZ2 — R?

v +— Av,

ar en rotation med vinkel o om

A ( cos(a) —sin(a) ) ‘

~ \sin(a)  cos(a)
I andra fallet &r
A ( cos(av) sin(a) ) _ ( 1 0 > ( cos(a) —sin(a) )
sin(a)  — cos(«) 0 —1 sin(a)  cos(a) )’
och &r alltsa en rotation f6ljd av en spegling kring x-axeln.

(c) I forsta fallet ar
det(A) = cos(a)? + sin(a)® = 1,

och 1 andra fallet ar

det(A) = — cos(a)? — sin(a?) = —1,



sd att om det(A) = 1, da ar T4 en rotation och om det(A) = —1, da dr T4 en
rotation foljd av en spegling kring x-axeln.
(d) Ortogonala matrisen

()

—1/V2 —1/V2
har det(A) = 1 och #r alltsa en rotation med vinkeln o med cos(a) = —1/4/2 och
sin(a) = —1/2, alltsa med vinkeln o = —135°, medan den ortogonala matrisen
g —L2 V3/2
S \V3B/2 1)/2
har det(B) = —1 och &r en rotation med vinkeln ( f6ljd av en spegling kring

z-axeln. Vinkeln satisfierar cos(3) = —1/2 och sin(3) = v/3/2, och #r darfor lika
med 3 = 120°.

. Lat A vara foljande 4 x 4 matris och b vara foljande vektor:

1 -2 1 2 1
2 —4 2 4 )
A= 1 o 1 5| 0= 1
3 -6 3 1 -3

Vi borjar med Gauss-elimationen

1 -2 1 2] -1 1 =21 2] -1 1 -2 1 2
2 -4 2 4] =2 - 0 00 O 0 R 0 100
-1 -2 -1 -2 1 0 -4 0 0 0 0O 001
3 -6 3 1| =3 0 0 0 =5 0 0 000
(a) En partikular 16sning till Ax = b, ar
—1
v 0
= o |
0
(b) Allménna 16sning till Az = 0 ar
1
0
=1 1|
0

S O O



(d) Az = ¢ har minst en 16sning for varje (kolon-)vektor ¢ € R?* som ligger i
kolonnrummet av A. Kolonnrummet av A har, enligt Sats 5.5.5, bas bestaende av
sin forsta, andra och fjarde kolonnvektor (d& den trappstegsform av A har ledande
1 i forsta, andra och fjarde kolonn), alltsa har varje ¢ som ligger i

1 —2 2

—4 4

Span U KN P I
3 —6 1

minst en 16sning.



