KTH, Matematik
Losningar till Kapitel 4.2-4.3 och 8.1-8.2

1. Se beviset av Sats 8.1.2.
2. Lat f : R® — R? vara avbildningen
f(z1, 9, 23) = (221 — X9 + X3, T2 — 43).
(a) Avbildningen f &r linjir: (1) Lat = (21, 22, 73),y = (Y1, %2, y3) € R3. Vi har
flzx+y) = flo1i+y, 22+ y2, 73+ ys3)
= (21 +y1) — (22 + o) + (w3 +y3), (22 + y2) — 4(z3 + y3))
= (221 — @2 + 73,72 — 4x3) + (291 — Y2 + Y3, Y2 — 4Y3)
= [z, 22,23) + f(y1, 92, 93) = fz) + f(y).
(2) Lat © = (21, T2, 73),y = (y1,%2,y3) € R® och A € R. Vi har
fQx) = f(Azy, Axe, Axs) = (2A21 — Axo + Axs, Awy — M)
= N2x; — xy + w3, x5 — 4du3) = Af (21, 22, 23) = A f(2).

f(l,0,0) = (270)7
f(O’LO) = (_171):
f<07071> = (17_4)7

2 -1 1
0o 1 —4 /)
3. Lat R : R? — R? vara rotationen med 60°. Da R(1,0) = (cos(60°),sin(60°)) =

(1/2,4/3/2) och R(0,1) = (—sin(60°), cos(60°)) = (—+/3/2,1/2) ar matrisfram-

stallningen av R
1/2 —/3/2
(i 0a)

ar matrisframstéllningen av f

Bilden av vektorn (1, —1) ar

(A M) ()= ()
V3/2 1/2 —1 =LtV
4. Lat R : R? — R? vara rotationen med vinkeln o. D& R(1,0) = (cos(a), sin(a))

och R(0,1) = (—sin(a), cos(a)) dr matrisframstéllningen av R

( cos(a) —sin(a) ) ‘

sin(a)  cos(a)

Sétt a = cos(a) och b = sin(«). D& &r matrisframstadlning av R alltsa

(5 2)

och a? 4+ b = cos(a)? + sin(a)? = 1.



5. Bestdm bilden av punkten P = (3, —2,2) efter rotation 90° kring linjen genom
origo och punkten @ = (1,2,2).
Losning: Lat R : R? — R3 beteckna den givna rotation. Da () ligger pa rota-
tionsaxeln dr R(Q) = Q. Vektoren
8 84

Q Q 1 1
Vo = P—<m,P> ol = (3, —2,2)—<§(1,2,2), (3, -2, 2)> g(3, —2,2) = (5, —3 §)

ar ratvinklig mot axeln @). Det géller ocksa for vektoren

2 21
V= Vo — (_7__7_) .
Vol \3" 373
Det betyder att rotationen R kommer att bilda V' till en vektor R(V) som &r
ratvinklig mot bada () och V. En sadan vektor maste vara en multipel av

QxV=(21,-2).
Da bilden av V maste ha samma lingd som V' och vara i samma rikning som
@ x V foljer att
QxV 21 2
RV)=—r—=|2.2.—3 -
V) |Q x V|| 3’3 3
Vi har . .
P:%+§Q:4V—|—§Q,

och darmed ar

R(P) — RV + %Q) _AR(V) + %R(Q)

2 1 2 1 8 4 8 122
(3’—’_37 3)+3Q (3’3’ 3)+(3’3’3> (8:2,-2)

6. Matrisframstéllningen av rotationen R med 180° kring y-axeln ar

-1 0 0
01 0
00 —1

(Det kan vi se fran att R(1,0,0) = (—1,0,0) =forsta kolonn av matrisframstall-
ning, R(0,1,0) = (0,1,0) =andra kolonn av matrisframstéallning och R(0,0,1) =
(0,0, —1) =tredje kolonn av matrisframstéllning.) Matrisframstéllning av ortogo-
nala projektionen p pa xz-planet ar

o O =
o O O
—_— o O

(Det kan vi se fran att p(1,0,0) = (1,0,0) =forsta kolonn av matrisframstall-
ning, p(0,1,0) = (0,0,0) =andra kolonn av matrisframstéllning och R(0,0,1) =
(0,0, 1) =tredje kolonn av matrisframstéllning.) Déarmed &r matrisframstéllningen
av f=Rop

-1 0 0 1 00 -1 0 0
01 0 000 |= 00 O
00 -1 0 01 00 -1



Vi har

dim(R?) = dimKer(f) + Rank(f) .

. Lat A : R® — R3 var linjira avbildningen med A(1,0,0) = (1,2,1), A(0,1,0) =
(2,1,2) och A(0,0,1) = (1,1,1).
(a) Vi har

A(2,1,0) = 2A(1,0,0) + A(0,1,0) = 2(1,2,1) + (2,1,2) = (4,5,4).

(b) A:s kiirna bestér av alla vektorer (xq,z9,73) € R3 s& att A(zy, 29, 23) = 0,
alltsa sa att
1(1,2,1) + 22(2,1,2) + 23(1,1,1) = 0.

Vi l6ser detta linjira ekvationssystem (t.ex. med Gauss elimination) och finner
att
Ker(A) = {(-t/3,—t/3,t) e R* | t e R}.

(c) A:s bildrum bestér av alla vektorer A(zy,zo,x3) € R?, for (z1,xq,x3) € R,
Det kan man ocks& se som delrumet av R® som spénns av (1,2,1),(2,1,2) och
(1,1,1) (eftersom de tre vektorerna &r bilden av standardbasen). Da

1 1
1,1,1) = =(1,2,1 -(2,1,2
(L) = 50.2,1)+ 5(2,1,2)
ar
Im(A) = Span{(1,2,1),(2,1,2),(1,1,1)} = Span{(1,2,1),(2,1,2)} .
Observera att de tva sista vektorer bildar en bas av Im(A) da de &r linjart obe-

roende. Det foljer alltsa att DimIm(A) = 2.
(d) Matrisframstéllningen av A &r

— N
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(e) Vi har dim(R? = dimKer(A) + Rank(A).
=3 =1 =2
. Lat p: R?* — R3 vara ortogonala projektionen pa zy-planet. Visa att pop = p.

Losning: Matrisframstéallning av p ar

1 00
010
000
Pastaendet foljer fran att
1 00 1 00 1 00
010 01 0]=1010
0 0 0 0 00 000



9. Lat f: P, — P, vara avbildningen

flag+ a1z + agx® + ... + ap,a™) = ay + 2a07 + ... + naa" '

(a) (1) Lat p(z) = ap+aix+asz®+...+a,2™, q(x) = bo+bix+boz*+...4b,2" € P,.
Vi har

fp(x) +q(x)) = f((ao+bo) + (a1 + b1)z + (ag + b)a* + ... + (ay + by)z™)
(a1 + b1) +2(ag + bo)x + ... + n(a, + by)z"

aj + 2a2x + ... + na,z" 1t + by + 2box + ... + nbya"

= f(p(@)) + fla(z)).

(2) Lat p(z) = ag + a1z + asx® + ... + a,a™ € P,, A € R. Vi har

fOp(z) = Xap + 2 agx + ... + nAa,z™
= May +2a07 + ... + na,z" ")
= M(p(z)).

(b) (i) Da f(z?) = 2x # 0 &r z? inte i Ker(f). (ii) D& f(2) = 0 ar 2 i Ker(f).
(c) (i) D& f((1/3)2®) = 3(1/3)2* = 2? &r 2% i Im(f). (ii) Déremot dr 2 + 2" inte
i Im(f) eftersom Im(f) innehaller inga polynom av grad n.
(d) Vi har
dim(P,) = dimKer(f)+ Rank(f).
n+1 1 n

(e) f(p(x)) ar derivatan av polynomet p(x).



