KTH, Matematik

Losningar till Kapitel 7

1. A. (a) Karakteristiska polynomet av
11
(o 1)

A—1 —1
det()\lg—A):det< 0 )\_1>:()\—1)2.

ar

(b) Egenvirdena av A &r nollstéllen till karakteristiska polynomet, alltsd har A
egenvirdet A = 1. (¢) Motsvarande egenrum F; &r 16sningsrummet till

e (03 (5)-(73)-(0)
=sm{(5 )}

B. (a) Karakteristiska polynomet av

s att

ar
A—1 -2

det(Ay—B) = det ( 8 A1

) = (A—1)°—16 = \2=2)\—15 = (A=5)(A+3).

(b) Egenvirdena av B &r nollstéllen till karakteristiska polynomet, alltsa har B
egenvirdena A = 5 och A\ = —3. (¢) Egenrummet E5 motsvarande egenvérdet
A = b ar 16sningsrummet till

o= (37 ()= (L) - (0)
E5:Span{<;>}.

Egenrummet E_3 motsvarande egenvirdet A = —3 ar losningsrummet till

o= (2 () =)= ()
E_3:Span{< _;)}

C. (a) Karakteristiska polynomet av

sa att

sa att

6 -7 3
C=1]114 —-15 6
18 =24 11



ar
A—6 7 -3
det(\[3—C) =det [ —14 X+15 —6 | = XP=2X2 -2 +2 = (A-2)(A=1)(\+1).
—18 24 A —11

(b) Egenvirdena av C &r nollstéllen till karakteristiska polynomet, alltsa har C

egenvirdena A = 2, A = 1 och A = —1. (¢) Egenrummet Fy motsvarande egen-
vardet A = 2 ar 16sningsrummet till
—4 7T =3 U1 0
(23— Clv=| —14 17 —6 vy | =101,
—18 24 -9 U3 0
som man loser med Gauss elimination och far
3
FE5 = Span 6
10

Analogt, hittar man egenrummet F; motsvarande egenviardet A = 1 och E_;
motsvarande egenvirdet A = —1 som l6sningsrummet till (I3—C)v = 0, respektive

(=13 — C)v =0, och far

1 2
E; = Span 2 och F_; = Span 5
3 7

D. (a) Karakteristiska polynomet av

110
D=|010
111
ar
A-1 -1 0
det(As — D) = det 0 A—1 0 |=n-1)7>
-1 -1 x—1

(b) Egenvirdena av D &r nollstéllen till karaktédristiska polynomet, alltsd har D
egenviardet A = 1. (¢) Motsvarande egenrum F; dr 16sningsrummet till

0 -1 0 U1 —Vq 0
(I3 — D)v = 0 00 vy | = 0O|l=1|01,
-1 -1 0 Vs —V1] — Vs 0
sa att
0
E7 = Span 0
1

. Om rotationsvinkel inte ar 0° eller 180°, da ligger bilden av en icke noll vektor
aldrig parallell till vektorn sjalv. Darmed har en rotationsmatris (i planet) med
rotationsvinkel olik 0° och 180° inga egenvektorer, och darmed ocksa inga egenvér-
den. Alternativt, kan man se att karakteristiska polynomet har, om rotationsvinkel
ar olik 0° och 180°, inga reella egenvérden.



3. A: (a) Da karakteristiska polynomet av A &r lika med (A — 1)* &r den algebraiska
multipliceten av egenviardet A = 1 lika med 2. Da dimensionen av egenrummet E'
ar lika med 1 &r den geometriska multipliciteten av A = 1 lika med 1.

(b) Da den algebraiska och geometriska multpliciteterna av egenvérdet inte &r
lika, &r matrisen inte diagonaliserbar.

B: (a) Den algebraiska och geometriska multipliciteten av bada egenvirdena &r
lika med 1.

(b) Da den algebraiska och geometriska multpliciteterna av bada egenvéirderna ar
lika och addera till 2, &r matrisen diagonaliserbar.

(c) Diagonalmatrisen D bestar av egenvirdena av B, sa att

50
p-(0 )

och matrisen P ar basbytesmatris fran basen av egenvektorer

2) ()
)

Obs: Nir ni har kommit sa langt, testa att PDP~! verkligen #r lika med B!

C: (a) Den algebraiska och geometriska multipliciteten av egenvéirde 2, 1 och —1
ar lika med 1.

(b) Da den algebraiska och geometriska multpliciteter av bada egenvirdena &r
lika och addera till 3, &r matrisen diagonaliserbar.

(c) Diagonalmatrisen D bestéar av egenvirdena av C, s att

till standardbasen, sa att

20 0
D=]101 0],
00 -1
och matrisen P &r basbytesmatris fran basen av egenvektorer (tagen i samma
ordning som egenvérdet i D)

3 1 2
6 [, 21],] 5
10 3 7
till standardbasen, sa att
31 2
P = 6 2 5
10 3 7

D: (a) Algebraiska multipliceten av egenvirdet A = 1 &r lika med 3. Da dimensio-
nen av egenrummet F; &dr lika med 1 &r den geometriska multipliceten av A = 1
lika med 1.

(b) Da den algebraiska och geometriska multpliciteter av egenvérdet inte &r lika,
ar matrisen inte diagonaliserbar.



4. For att berdikna A'Y, borja vi med att hitta egenviirdena av

a-(1)

Karaktéristiska polynomet av A ar lika med det(Aly, — A) = (A — 1)(A — 2), s&
att A har de tva egenvirde 1 och 2. Egenrummet F; motsvarande egenvardet 1
hittar vi som 16sningen av (I — A)v = 0, sa att

o1}

och egenrummet F, motsvarande egenvirdet 2 hittar vi som 16sning av (275 —

A)v =0 sa att
Engpan{( 0)}
1
10 10
oo (1 8) oar= (1)

ar A= PDP!, och darmed &r

1 oN/10\° 10
0 _ 1IN0 ppyl0pel
A = (PDP )" =PD"P —<11><02> (_11>

(10 1 0 10y (1 0 I 0\ 1 0
N 11 0 1024 -1 1) \1 1024 -1 1) \ —1023 1024 /-

5. For varje av foljande symmetriska matriser .S, hitta en ortogonal matris P sa att
P~1SP ir diagonal.
Losning: (a) Vi hittar P som basbytesmatrisen fran en ortonormalbas av egen-
vektorer till standardbasen. Dérfor berdkna vi forst att egenviardena av

12
(2 1)

som ér 16sningen till det(Alp—S) = (A—1)2—4 =X *-2A-3 = (A+1)(A—3) = 0,
ar A = —1 och A = 3. Motsvarande egenrum ar

e -sponf( 1)) oo sf(1))

Basbytesmatrisen fran ortonormal basen

(e ) (2 )}

till standardbasen ar lika med ortogonala matrisen

(YR

Det foljer att for



s& att
-1 0
—1 o
prsp= (71 9).
(b) Vi hittar P som basbytesmatrisen fran en ortonormalbas av egenvektorer. till
standardbasen. Déarfor berdknar vi forst att egenvirdena av

7 4 4
S=4 1 -8,
4 -8 1

som dr 16sningen till det(Al3 —S) = (A —9)*(A+9) =0, & A = 9 och A\ = —9.
Motsvarande egenrum &r

o (1) {3

Basbytesmatrisen fran ortonormal basen

2/V/5 2/3v/5 ~1/3
) () 02
0 5/3V/5 2/3

till standardbasen ar lika med

2/v/5  2/3v5 —1/3
P= ( 1/v/5 —4/3V5  2/3 ) .
0 5/3V5 2/3

(c) Vi hittar P som basbytesmatrisen fran en ortonormalbas av egenvektorer till
standardbasen. Déarfor berdkna vi forst att egenviardena av

som &r losningen till det(A3 — S) = A3 — 11A% + 10\ = A(A — 1)(A — 10) = 0, &r
A =0, A =1och A =10. Motsvarande egenrum é&r

o el )

Basbytesmatrisen fran ortonormal basen

1/v/2 2/3 1/3v/2
(a2
—1/v2 —2/3 1/3v2

till standardbasen ar lika med

1/vV2  2/3 1/3v2
P( 0 1/3 4/3\/5).
—1/v2 —2/3 1/3v2



. Hitta en 3 x 3 matris med egenviardena A\ = —1, Ay = 3 och A3 = 7 och tillhorande
egenvektorer

0 1 0
U1 = 1 y U2 = 0 , U3 = 1
—1 0 1

Losning: En ortonormal bas av egenvektorer ar

() () ()}

Lat ortogonala matrisen P vara basbytesmatrisen fran ovanstaende basen av egen-
vektorer till standardbasen och diagonalmatrisen D bestar av egenvérde av A, dvs

01 0 _
P=| —1/v/2 0 1/v/2 | och D =
1/vV2 0 1/V2

O O =

0 0
30|,
0 7

sa att

0 1 0 -1 00 0 —1/vV2 1/V/2
APDPt(1/\/§o1/\/§>( 030)(1 0 0)

1/vV2 0 1/V2 007 0 1/vV2 1/V2
0 3 0 0 —1/vV2 1/V/2 300
= 1/vV2 0 7/V2 1 0 0]l=|03 4
—1/vV2 0 7/V2 0 1/vV2 1/V2 0 4 3

Obs: Kontrollera nu att Av; = A\jvy, Avy = Ave och Avg = Azvs.

. En symmetrisk 3 x 3 matris A har karakteristiska polynomet det(Al3 — A) =
(A + 1)%(A — 1), och alltsd egenviirderna —1 och 1. En egenvektor hérande till
egenvardet 1 ar

0

-1

1
Bestdm matrisen A.
Losning: Egenrummet motsvarande egenvéirdet —1 ligger ortogonal till egenvér-
det motsvarande egenvirde 1 och bestar ddrmed av vektorer for vilka

0 (%1
< -1 R V2 >:—U2+U3:0.
1 V3

Vi hittar alltsa en ortonormal bas av egenvektorer som

() () (2))



Lat ortogonala matrisen P vara basbytesmatrisen fran ovanstaende basen av egen-
vektorer till standardbasen och diagonalmatrisen D bestar av egenvérde av A, dvs

0 0 1 1 0 0
P(l/\/§ 1/v2 O)OChD(Ol o),
1/vV2 1/V/2 0 0 0 -1

s att

0 0 1 1 0 0 0 —1/vV2 1/V2
APDPt<1/\/§ 1/v/2 o)(o ~1 o)(o 1/v2 1/\/§>
1/vV2 1/v/2 0 0 0 -1 1 0 0

0 0 —1 0 —1/vV2 1/V/2 -1 0 0
= (1/@ —~1/V/2 0)(0 1/v/2 1/@)( 0 01).
1/vV2 —1/vV2 0 1 0 0 0 -1 0

Obs: Kontrollera att A dr den sokta matrisen, dvs att det(A3—A) = (A+1)*(A—1)

B G A E]



