KTH, Matematik

Losningar till 6vningarna till Kapitel 6.1-6.5

1. (a) Produkten
<<x17 x2>7 (yh y2)> == 2:1713/1 + 4$2y2

definierar en inreprodukt pa R?:
1. Symmetriaxiomet: ((z1,x2), (y1,Y2)) = 2x1y1 +4xoys = 2y121 + 4yoxs = ((y1, Y2), (1, T2)).

2. Additionsaxiomet:

((v1,22) + (y1,92), (21, 22)) = (@1 +y1, T2 +Y2), (21, 22)) = 2(x1 + Y1) 21 + 422 + Y2) 22
2x121 + 4wozo + 2y121 + 4yo2o

(w1, 29), (21, 22)) + (Y1, ¥2), (21, 22))-

3. Homogenitetsaxiomet:

(M1, 22), (1, 92)) = ((Az1, Ax2), (Y1, 12)) = 2 2191 + 4 220
= A2z + 4z2y) = M(21, 72), (Y1, Y2))-

4. Positivetsaxiomet: ((x1,z3), (z1,72)) = 22 +423 > 0 och (21, 22), (v1,72)) = 223 + 423 =
0 om och endast om z? = 0 och 22 = 0, alltsd om och endast om (1, z2) = (0,0).

(b) Produkten
((z1,22), (Y1, 42)) = 22192 + 22211

definierar inte en inreprodukt pa R? eftersom positivitetsaxiom inte giller: For (xq,z3) =
(1,—1) har vi
(1,-1),(1,-1))=-2-2=-4<0.

2. Lat u,v vara vektorer i ett inreproduktrum. Om u och v &ar linjart beroende, da finns det
A, 1 € R inte bada noll, sa att Au 4+ pv = 0. Da pastaendet dr symmetrisk i v och v kan vi
anta att A # 0, och alltsd v = (—u/A)u. Da har vi

) =Tl

ool = | (o S0} = [ et =[5 r? = ([ (52) o

Antag nu att u och v &r vektorer sa att |(u,v)| = ||ul| [|v||. Vi méaste visa att u och v &r
linjért beroende. I beviset av Cauchy-Schwarz olikhet sag vi att olikheten var ekvivalent med
att diskrimanten b*> — 4ac av polynomet at? + bt + ¢ var mindre eller lika med 0. (Notation
som 1 bok och i foreldsning: a = (u,u), b = 2(u,v), ¢ = (v,v).) Om vi nu har likhet maste
diskrimanten vara lika med 0, vilket betyder precis att polynomet at®+-bt+c har en (och bara
en) rot. Det finns alltsé ¢ € R sd att at?+bt+c = 0. Men vi sag att at>+bt+c = (tu+v, tu+v),
sa att det foljer fran positivitetsaxiomet att tu+v = 0, och u och v ar alltsa linjart beroende.

3. Observera att en vektor &r ortogonal till U om och endast om den &r ortogonal till (1,2).
Dirfor ér ortogonala komplementet U~ lika med

Ut = {(z1,22) | {(x1,22), (1,2)) = 0} = {(x1,22) | 221 + 825 = 0}
— {{(—4,1) |t €R}.

4. Da V ar lika med radrummet av matrisen

112
A_(111

!)



dr V+ lika med nollrummet av A (se Sats 6.2.6). Vi anviinder Gauss-Jordan elimination for
att 10sa Az = 0:

112 3]0 . 112 3]0 . 110 =110
111 1]0 00120 001 2|0/
Nollrummet av A, och dirmed ocksid V1, bestar av vektorer (—t + s,t,—2s, s), for s,t € R.

Alltsa
Vi ={t(-1,1,0,0) + s(1,0,-2,1) | 5, € R}.

Vektorer (—1,1,0,0) och (1,0,—2,1) spinner V+ och de &r linjért oberoende eftersom de
inte #r pa samma linje. Alltsa dr {(—1,1,0,0),(1,0,—2,1)} en bas for V+.

. Vi beraknar

V-1 = (_3/5’4/5’()) ’ (_3/5’4/5’ O) = (_3/5)2 + (4/5)2 + 02 - ’ —;516 = 17
wow = (=3/5.4/5,0) - (4/5,3/5,0) = (=3/5)(4/5) + (4/5)(3/5) = 1 =0,
vovs = (=3/5,4/5,0)-(0,0,1) = (=3/5)- 0+ (4/5)-0+0-1=0,

vz vs = (4/5,3/5,0)- (4/5,3/5,0) = (4/5) + (3/5) + 0 = % _1,

vevs = (4/5,3/5,0)-(0,0,1) = (4/5)- 0+ (3/5)-0+0-1=0,

vs-v3 = (0,0,1)-(0,0,1) =0*+0*+1*=1.

Vektorerna {vy, vy, v3} bildar alltsd en ortonormal bas for R3. Fran Sats 6.3.5, har vi

(1, —1, 2) = <(1, —1, 2), 'U1> V1 + <(1, —1, 2), ’U2> Vg + <<1, —1, 2), U3> Vs

= —gvl + %vz + 2us,
(3,=7,4) = ((3,=7,4),v1)v1 + ((3,=7,4),v9) vo + ((3, =7,4),v3) v3

37 9

= —gvl — 5’02 + 4U3.
. Betrakta R?® med den standard skaldrprodukten. Anvind Gram-Schmidt forfarande for att
transfomera basen {uy, us, us} till en ortonormal bas:
(i) up = (1,1,1), ug = (=1,1,0), us = (1,2,1): Forsta vektorn u; har inte norm 1, s& vi
normaliserar u; till

Ul 1

v =——=—=(1,1,1).
'l — a0 Y
Vektorn usy ar redan ortogonal till v; (och till ug), s& vi behover bara normalisera den till
(%) 1
Vg = =—(—1,1,0).
S T BV A

Vektorn w3, ortogonal till v; och vy, och i rummet som spanns av uq, us och us erhalls, enligt
Gram-Schmidt, som

4 1
U3 = Uz — <U3,U1>U1 - <U3,U2> Vg = (1727 1) - 5(17 17 1) - 5(_]—7 170)

(11 1
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som vi normaliserar till _ |
U3

o] V6
Den sokta ortonormala basen ar {vy, ve, v3}.
(i) ug = (1,0,0), ug = (3,7,—2), ug = (0,4,1). Vektorn u; har redan norm 1, si vi sitter
v1 = u; = (1,0,0). Vektorn T, (ortogonal till v; och i planet som spdnns av u; och wus) erhalls,
enligt Gram-Schmidt, som

Vg = Uy — <U2,U1> U1 = (37 77 _2) - 3(17070) = (07 77 _2)7

U3 (1,1,-2).

som vi normaliserar till . i
V2
Vg = — = ——=(0,7,-2).
T2l /53

Vektorn w3 (ortogonal till v1 och vy, och i rummet som spénns av u;, us och ug) erhalls, enligt
Gram-Schmidt, som

26
U3 = ug— <U3,U1> U1 — <U3,U2> Uy = (0;47 1) —0- (17070) - %(07 7, —2)
_ (0,30, 105)
- 53 ) ’ ’
som vi normaliserar till _
U _ L g9
V3 = 7= = y 4y 1)
[osll /53
Den sokta orthonormala basen ar {vy, vy, vs3}.
. Da matrisen
1 0 —1
2 1 =2
A= 11 0
1 1 -1
har linjart oberoende kolonnor, vet vi att det bara finns en 16sning. Vi har
1 21 1 ; (1) :; 7 4 —6
A'A = 0 11 1 11 0o | = 4 3 -3
-1 -2 0 -1 L1 6 -3 6
och
g 1 2 1 1 g 18
Al g | = 0 11 1 g | = 12
) ~1 -2 0 -1 ; -9
Matrisen A’A har inversen
1 9 -6 6
(ATA) = 3 -6 6 —3
6 -3 5
Normalsystemet A*Az = A'b har alltsi losningen
1 1 9 —6 6 18 12
Ty | = (A'A)TH(A) = 3 -6 6 —3 12 | =1 -3
x3 6 -3 5 -9 9

Detta &ér den sokta minsta kvadrat 16sningen.



8. Vi borjar med att hitta en ortonormal bas for delrummet W = Span {(1,1,0),(1,2,1)} av
R3. Det kan vi gora genom Gram-Schmidt. Vi bérjar med att normalisera forsta vektorn
(1,1,0) till

1
w1 = ﬁ(l,l,()) e Ww.

Vektorn ws, ortogonal till w; och i rummet W erhalls som
3
we = (1,2,1)—((1,2,1),wy)wy; = (1,2,1) — 5(1, 1,0)
= (=1/2,1/2,1),

som vi normaliserar till

wy = —(—1,1,2).

1
V6
Basen {wy, wy} &r en ortonormal bas till W, och vi kan nu berékna ortogonala projektion av
(2,1,3) pa W som (se Sats 6.3.5):

3 5
prOjW(27 L, 3) = <(27 L, 3),11)1) wy + <(27 L, 3),11)2) Wy = 5(17 1, 0) + 6(_17 1, 2)
= (2/3,7/3,5/3).

9. (a) Transition matrisen P fran basen {(1,0),(0,1)} till basen {(2,—4),(3,8)} ar

p—(_24 g)

Dérmed é&r transition matrisen P’ fran basen {(2,—4), (3,8)} till basen {(1,0),(0,1)} lika

med .
)1 L (8 =3
m=r _28(4 2 )

Koordinater av (1,1) € R? relativt basen {(2,—4), (3,8)} ar alltsa

p(1Y_1 (8 =3\ (1\_1(5
1 28 \ 4 2 1 28\ 6 /)’
och vi testar att (1,1) = 52 (5-(2,—4) +6- (3,8)).
(b) Transition matrisen P fran basen {1, x,z?} till basen {1+ z,1 + 22 = + 2%} &r
1 10
P = 1 01
0 1 1

Dérmed dr transition matrisen P’ fran basen {1 + x,1 + 22, x + 2} till basen {1, z, z*} lika
med

1 -1 -1 1

P’:P-1=—2 -1 1 -1

B 1 -1 -1

Koordinater av 2 — x + 22 relativt basen {1 + x,1 + 2% x + 2?} &r

2 1 -1 -1 1 2 1 0 0

/ _

Pl-t]=5-1 1 = )= )= 2]

1 N 1 -1 -1 1 2 -1

och vi testar att 2 — x4+ 22 =0-(1+z) +2- (1 +2?) + (—1)(z + 2?).



