KTH, Matematik
Ovningar till Kapitel 5.1 till 5.4

1. Bevisa att méngden P, = {ap + a1z | ap,a; € R} av polynom av grad hogst 1,
med addition

(CLO + CLll') + (bo + bll’) = (CLU + bo) + (CLl + bl)x
och multiplikation med reella tal A
)\(ao + Cll.T) = ()\Clo) + ()\al)x,

ar ett vektorrum.
Losning: Kolla aktiomer...

2. Bestdm om mingden av alla par av reella tal (x,y) € R? med addition
(z,y)+ (@ +y)=(@+2"+1Ly+y +1)
och multiplikation med reella tal A
Az, y) = (Az, Ay)

ar ett vektorrum.
Losning: Det dr inga vektorrum da distributivitats axiom inte haller: Vi har

Ma,y)+ @y =Me+2"+Ly+y +1) = Az + A"+ Xy + Ay + V),
men
Mz,y) + M2 y) = Qx, Ay) + (A, \y) = Az + A’ + 1, Ay + Ay + 1),

och vi ser att bada vektorer kan inte vara lika nir A # 1.

3. Bestdm om foljande delméngder av My = {reella matriser av typ 2 x 2} ar del-

rum till Mss:
@wu=1("1 beR
a - 1 b CL, )

(b)V:{(agb aarb)’a,beR}.

(a) U é&r inte delrum till My, eftersom, till exempel,

(? é)eU,
(1) (-

(b) Vi bevisar att V &r delrum till My: (1) V' ar inte tomt, da ( 8 8 ) eV.

(2) V ér sluten for addition: Lat

0 a1+1)1 0 a2+b2
(al—bl 0 )’(ag—bl 0 )GV



Da ar

0 a1+b1 + 0 a2+b2 _
al—bl 0 ag—bl 0 N

0 (a1 + az) + (by + ba)
<(a1+a2)—(b1+bg) 0 )ev

(3) V éar sluten for multiplikation med reella tal: Lat A € R och

0 a-+b
(a—b 0 )EV'

0 a+b 0 Aa + b
)\(a—b 0 )_<>\a—/\b 0 )EV'
. Bestam om foljande mingder av vektorer i R? ér linjért oberoende, spianner R3,
eller /och ér baser av R3:
(i) S ={(1,2,3),(5,1,3)} &ar linjart oberoende, da bada vektorer inte ligger pa
samma linjen genom origo. Méngden S spinner inte R? eftersom vektoren (1,0, 0)
kan man inte skriva som linjar kombination av (1,2,3) och (5,1, 3). For att ser
det, antar att det finns A, Ay € R sa att

D4 ar

(17070> = >‘1(]—’273) + )‘2(57 173)

Det &r ekvivalent till linjar ekvationsystemet

/\1 + 5)\2 =1
201+ X =0
3A + 3 = 0.
Fran den 3:3 ekvation far vi A\ = —A9, men da blir den 2:a ekvation 2\; — \; =

A = 0, alltsa far vi Ay = 0 = X3, men da blir den 1:a ekvation 0 = 1, som &r
omojligt. DA S inte spianner R?, dr S inga bas av R?.
(i) S =4(1,2,3),(5,1,3), (1,—1,—1)} &r linjart beroende da

2(1,2,3) + (-1)(5,1,3) + 3(1,—1,—1) = (0,0,0).

Mingden S spéinner inte R3: D&

“2(1,2,3) + 2(5,1,3) = (1,1, 1),

3 3
ar span(S) = span(S\ {(1,—1,—1)}), och vi har visat i (i) att sista méngden inte
spanner R3. Eftersom S varken r linjért oberoende eller spinner R?, #r det ocksa
inga bas av R3.
(iii) S = {(1,2,3), (5,1,3), (1, —1,—1), (1, 1,0)} &r linjirt beroende da S innehal-
ler méngden {(1,2,3), (5,1, 3),(1,—1,—1)} som vi visade i (ii) &r linjért beroende.
Méngden S spinner R* d& den innehaller méngden {(1,2,3),(5,1,3),(1,1,0)},
som vi ska visa i (iv) spdanner R3. D& S #r linjért beroende spanner S inte R3.



(iv) S ={(1,2,3),(5,1,3),(1,1,0)} dr en bas till R? (alltsa &r S linjirt oberoende
och spanner R? da

Lol 5 1 11
det | 2 1 1 | =3det — 3det =3(5—-1)—3(1-2)=9+#0.
330 11 2 1

. Vektorer (x1, 5, x3,24) i R? som satisfierar ekvationen
Ty + 229 + 23 — 224 =0

bildar ett delrum till R*, da lésningar till linjira ekvationssystemer #r delrumer.
Vi kan vélja x9 = t, 3 = s och x4 = u godtyckligt och far da att

T, = —2xy — To + 2x4 = —2t — s + 2u.
De sokta vektorerna (xy, z9, 3, x4) ar foljande:
(21, 29,3, 24) = t(—2,1,0,0) + s(—1,0,1,0) +u(2,0,0,1).

Vektorerna (—2,1,0,0), (—1,0,1,0) och (2,0,0,1) &r linjart oberoende och span-
ner upp losningsrummet. De bilder alltsa en bas till 16sningsrummet som dérmed
har dimension 3.

. Vektorerna (1,2,1,3), (1,0,—1,2), (1,1,1,1) och (2,a,a,2a) ar linjart beroende
precis da

111 2 11 1 2 -
2 01 a 2 0 1 a
O=det] p 11 o | T 20 2 g2 | T f _? )
3 21 2a 10 —1 2a—4
B a+2 2 a+2 2 2
= —2det( % 4>+det<1 2a_4)—adet(1 _1)
—6)+(3

Alltsa precis da a = 2/3. (Och linjért oberoende precis da a # 2/3.)

7. Vektorerna (1,1,1,1), (1,1,—1,—1), (1,—1,1,—1) och (1, —1,—1, 1) bildar en bas

for R* da
1 1 1 1 1 0 0 0
0 -2 =2
1 1 -1 -1 1 0 -2 -2
det 1 1 1 1 = det 1 9 0 9 = det :g _g —(2)
1 -1 -1 1 1 -2 =2 0
0o -2 =2
= det 0 2 =2 | =-16#0.
-2 =2 0

Nu atersar att 16sa systemet

A(1,1,1,1) + Ao(1,1, =1, —1) 4 Ag(1, =1, 1, =1) + Ag(1, =1, —1,1) = (1,2,3,4).



Med Gauss elimination, far vi

1 1 1 1]1 1 1 1 1]1 1 1 1 1
1 1 -1 -1]2] [o —2 21| |0 -2 o0 -2
1 -1 1 -1{3] ~|o-2 0-=2|2|"[0 0 -2 -2
1 -1 -1 1|4 0 -2 -2 03 0 -2 -2 0
1 1 1 11 1
o 1 0o 1|-1] o1 0 1
~lo o0 -2 —=2|1]"|lo0oo0 -2 -2
0 -2 -2 0| 3 00 -2 3
11 1 1] 1 1111
o1 o1 -1 | [o0o101] <1
“loo 11]-12|"f[o0oo011
00 —2 3| 1 0005

Man far att z4 = 0, 23 = —1/2 — 2y = —1/2, 29 = =1 — x4y = —1 och z; =
l—x9—a3—x4=1+1+1/2 =5/2. Koordinaterna for vektorn (1,2, 3,4) i denna
bas ar alltsa (5/2,—1,—1/2,0).

. Méngden {1,¢,1?,¢3} spanner P d& varje polynom av grad hogst tre kan skrivas
som linjart kombination

ag-1+a-xv+ay-2°+az-7°

Antar nu att p(z) = ag-1+ay -z + ay - 2% + az - 23 = 0. Det betyder att varje
x € R &r en rot till p(z). Da en icke noll polynom av grad hogst 3 har hogst 3
roter, maste p(x) vara nollpolynomen, och alltsd ag = a; = as = az = 0, som
visar att mingden {1,¢,¢?,¢3} ocksi &r linjirt oberoende, och alltsa ér en bas till
P;. Rummet P; har ddrmed dimension 4 (= antal element i en bas). Koordinater
av polynomen 1—1t2, 2t — 3, 1+t +t>+ 3 relativ basen {1,¢,t%,t3}ér (1,0, —1,0),
(0,2,0,—1) och (1,1,1,1). Vi forsoker att kompletera med polynomen 1 som har
koordinater (1,0,0,0) relativ basen {1,¢,¢* 3}. D&

0 2 1 9 1
det =—det| —1 0 1 | =—det ( 11 ) =—-3#0
0 11

— O N O

1
0
0
0

|
O~ O
— = =

kan vi kompletera polynomen 1 — 2, 2t —t3, 1+t + t* + t3med polynomet 1 och
erhaller en bas for Ps.

W == N =



