KTH, Matematik

Losning till 6vningarna till Kapitel 3 och 4.1

1. (a) Lat w = (0,0,—1), v = (1,1,1). Vi har
wv=0-1+0-1+(=1)-1=—1.

Eftersom u - v < 0 &r vinkeln mellan v och v trubbig.
(b) Lat u = (—6,0,4), v = (3,1,6). Vi har

u-v=(—6)-34+0-1+4-6=6.

Eftersom u - v > 0 ar vinkeln mellan u och v spetsig.
(c) Lat u = (2,4, —-8), v = (2,—1,0). Vi har

uw-v=2-2+4-(-1)4+(-8)-0=0.
Eftersom u - v = 0 ar vinkeln mellan v och v rat.
2. Lat u = (uq, ..., up), v = (v1,...,v,) vara vektorer i R".
(a) Vi berdknar
Ju+o)? +Ju—vl* = ((wg+v1)>+ oo+ (g +00)2) + (w1 — 1)+ oo+ (U — v,)?)
= (u§ 4+ 2uv +vi + . U+ 2u,v, +v2)
+(ud — 2upvy +vf + o+ ud = 2u,v, +v2)
= 20ui+ ... +ud) + 2w+ ... +02)

= 2fu® + 2 o]*.
(b) Vi har
i||u+v||2—i||u—v||2 = }L<<u1+v1>2+m+<un+vn>2>
_411((% — o) o (= v,)?)
- }l(uf + 2wy + 0] + oy + 2upv, + 0y)
_Z(uf — 2uyvy + U3 4 Ul — 2u,v, +v2)
= 1(4u1v1 + oo+ duyuy,)
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= Uu-v.



3. Om linjerna med parameterformerna
(r,y,2) = (1,1,2) + t(1,0, —1) respektive (z,y,2) = (2,a,1) + (2,1, —1)
skar varandra, da finns det ¢, s € R sa att
(1,1,2) + (1,0, —-1) = (2,a,1) + s(2,1, —1),

alltsa
1+t 1,2—t)=(24+2s,a+s,1—3),

och vi maste losa linjara ekvationsystemet

t —2s = 1,
s +a = 1,
t —s = 1.

Det kan man losa med Gauss elimination. Eller sa ser man pa en gang att om
man substrahera den forsta rad till den tredje, far man s = 0. Fran det 16ser man
t =1 och a = 1. De tva linjerna skér alltsa varandra om och endast om a =1 (i
vilket fal skdrningspunkten &r (2,1, 1)).

4. Ett parallellogram kénnetecknas av att sidorna paravis ar parallella. Eftersom

(2,3,4)— (1,1,2) = (1,2,2) = (4,1,1)— (3,—1,-1),
(4,1,1) — (2,3,4) = (2,-2,-3)) =(3,—1,—-1)—(1,1,2),

ar punkterna (1,1,2), (2,3,4), (3,—1,—1) och (4,1,1) horn i en parallellogram.
Parallellogrammets yta dr lika med normen av kryssprodukten av (1,2,2) och
(2, —2,—3), alltsa lik med

H(17 27 2) X (27 _27 _3)H = H(_27 77 _6)H :\/(_2>2 + 72 + (_6)2 = \/@

5. En triangel har horn i punkterna A = (1,2,1), B = (—=1,3,0) och C' = (1,1,1).
Lat «a, 3,7 beteckna vinklerna i respektiva horner A, B,C. Sidovektorerna é&r
givna genom

UAB:—UBA — (_1,3,0)_(1,2 1) ( 271’ ]‘)’
UBc = —VcB (17 L, 1) - <_173 O> ( )
vea = —vac = (1,2,1) = (1,1,1) = (0, LO)v



Vi har alltsa

cos(a) = M:__17
|vagll - lvacll /6
cos(ff) = UBA T UBC 7 = 7
lvgall - [lvsell  vV6v9 36
Cog(fy) — Mzg
|veall - [lvesll 3

Triangelns ytan ar hélften av den ytan som det parallellogram har, som spénns
upp av vap och v dvs

1 1 1 1
3 lvap X vacl|l = 3 (1,0, -2)| = 5\/1 T0+4= 5\/5_
Triangelns omkrets ar lika med
lvas|l + lvsc| + |lveall = V6 +3+1=4+6.

. For att hitta skidrningspunkten mellan planet 2z + y + 3z = 4 och linjen med
parameterformen
(x,y,2) = (1,2,3) + t(1,—1,0)

sitter vi in i planets ekvation en punkt (z,y,2) = (1 +1t,2 —¢,3) fran linjen. Da
far vi
20+t)+(2—-t)+3-3—4=9+1.

For att (1+t,2 —t,3) ska vara pa planet, maste alltsa 9 + ¢ vara lika med 0, och
skiarningspunkten ar
(=8, 11,3).

. Lat P, vara planet © —y — 4z = 2 och P, vara planet —2x + y + 2z = 3. Linjen
¢ = Py N P, bestar av alla punkter (z,y,z) som &r 16sning till bada planens
ekvationer. Vi maste alltsa losa

r —y —4z = 2,
—2r 4y +2z = 3.

Med Gauss elimination far vi x = =5 — 2t, y = =7 —6t, z = t, for t € R.
Parameterformen av ¢ &r alltsa

(=5,—7,0) + (=2, —6, 1).



Om man parallellforflyttar ¢ och (2,4, —1) med (5,7, 0) ser man att avstandet fran
¢ till (2,4,—1) dr samma som avstandet mellan linjen ¢, med parameterformen
t(—2,—6,1) och

A=(2,4,—-1)— (=5,-7,0) = (7,11, —1).

Om vi later v = (—2,—6, 1) vara riktningen av ¢y (och £), ar avstandet mellan A
och ¢y samma som langden av vektoren A — proj,(A). Vi har

v-A (=2)- 74+ (=6)-1141-(-1)

i (A) = = —2,-6,1
pro.]v( ) ”'UH2U (_2)2 + (_6)2 + 12 ( )
—81
= —(—2,—-6,1).
41 (=2,-6,1)
Alltsa ar avstandet lika med
1A = proj, (A)]| = [|(7,11,=1) + §H(=2, =6, 1)|| = [|(T — 122,11 — 45 1+ &)
_ H(@ 35 @)H _ V125243524402 __ /18450
— I\ Tar /il T 41 - T4

. Ett plan innehaller linjen ¢ med parameterformen
(x,y,2) =(0,2,1)+t-(1,—1,1)

samt punkten (1,2,3). Bestdm planets ekvation, visa att punkten Q = (1,1,1)
inte tillhor planet, och berikna avstandet fran () till planet.

L6sning: Med ¢ = 0 far vi punkten S = (0,2, 1), som tillhor linjen ¢ och alltsa
ocksa planet. Eftersom planet ocksa ska innehaller punkten (1,2, 3) &r skillnaden

(1,2,3) — (0,2,1) = (1,0,2)

parallell med planet. Linjens riktningsvektor (1,—1,1) &r parallell med linjen,
och alltsa parallell med planet. For att bestamma planets ekvation behover vi en
normalvektor till planet som vi kan ta som t ex kryssprodukten av (1,0,2) och
(1,—1,1):

n=(1,0,2) x (1,-1,1) = (2,1,-1).

Planets ekvation blir nu
2-(z—1)+1-(y—2)+(-1)-(2=3) =0, dvs 2z +y—2z=1.

Punkten @) tillhor planet precis da dess koordinater satisfierar planets ekvation.
Vi finner att
2:-1+1-1-1-1=2#1,



10.

och saledes tillhor inte punkten @) det givna planet. Avstandet fran @ = (1,1, 1)
till planet &r lik
2-1+1-1-1-1-1] 1 6

V22124 (—1)2 V6 6

. Planet vars punkter dr pa samma avstand fran (—1,—4, —2) som fran (0, —2, 2)

maste ga genom mittpunkten

(—=1,—-4,-2)+(0,-2,2

. ) _(“1/2.-3.0)

mellan (—1, —4,—2) och (0,—2,2). Dessutom maste planet vara vinkelrét mot
linjen mellan (—1, —4,—2) och (0, —2,2), alltsa vinkelrdt mot

(0,-2,2) — (=1, —4,—2) = (1,2,4).

Det betyder att (1,2,4) dr en normalvektor till planet, och vi far planets ekvation
som, t ex,

IL-(x+1/2)4+2-(y+3)+4-z=x+2y+42+7/2=0.

En parallellepiped har ett horn i origo och de tre angriansande hérnen i punkterna
(1,1,1), (2,0,—1) och (3,1,2).
(a) Parallellepipedens volym é&r lika med

1

11

det [ 2 0 —1 = ’1-det(0 _1)—1-det(2 _1)+1-det<2 0

1 2 3 2 3 1

31 2
= 1-7+2/=4

(b) Fragan om en punkt P = (x,y,z) ligger inuti, pa ytan till, eller utanfor
parallellepipeden, avgdrs av vardena pa talen A\, u, v € R, i utveckligen

(x,y,2) = A(1,1,1) + u(2,0,—1) + (3,1, 2).

Ritar man en figur sa ser man att om samtliga av dessa tal A, u, v ligger strikt
mellan 0 och 1 sa ligger punkten inuti parallellepipeden. Om ett av dessa tal ar 0
eller 1 och 6vriga mellan 0 och 1 sa ligger punkten pa ytan. I dvriga fall (om ett
av A, p, v ar strikt storre an 1 eller strikt mindre &n 0) da ligger punkten utanfor
parallellepipeden.

Vi behover alltsa skriva punkterna (3,1, 1),(4, 1, 1/2) respektive (6, 3,4) som linjar

)



11.

kombination av parallellepipedens sido vektorer (1,1,1), (2,0,—1) och (3,1,2).
Det betyder att vi maste 16sa det linjéra ekvationssystemet

1 2 3 A by
1 0 1 pw |l =1 b | =0,
1 -1 2 v bs

da b = (b1, be,by) dr lika med punkterna (3,1,1),(4,1,1/2) eller (6,3,4). Med
Gauss-Jordan elimination, 16ser vi de tre systemen simultant:

1 2 313 4 6 1 2 3 3 4 6
1 0111 1 3 — 0 -2 =2 | =2 -3 -3
1 -1 2|1 1/2 4 3 -1 | -2 —7/2 -2
1 2 3 3 1 2 313 4 6
—~{ 0o 1 1 13/23/2—>01113/23/2
0 -3 -1 | =2 —7/2 —2 00 2|1 1 5/2
1 2 3 3 4 1 2 0 3/2 5/2 9/4
—{ 011 13/23/2—>01o1/2 1 1/4
00 1/(1/2 1/2 5/4 00 1]1/2 1/2 5/4
100 1/2 1/2 7/4
—~| o1o01/2 1 1/4
00 1]1/2 1/2 5/4
V1 har alltsa
1 1 1
(3,1,1) = 5(1,1,1)—1—5(2,0,—1)—1—5(3,1,2),
1 1
(4,1,1/2) = 5(1,1,1)—1—1(2,0,—1)—1—5(3,1,2),
7 1 5
(6.3,4) = Z(LL1)+ (2.0, -1)+(3,1,2).

Punkten (3,1,1) ligger alltsa inuti parallellepipeden, (4,1,1/2) pa dess yta och
(6,3,4) utanfor parallellepipeden.

Lat P beteckna planet som ges av ekvationen z +y — 2z = 3. Bestam en ekvation
for det plan som ligger vinkelrdtt mot P och som innehéaller punkterna (1,1, 1)
och (0,—1,1).

L6sning: Det sokta planet F inehaller punkterna A = (1,1,1) och B = (0, —1, 1),
och dérfér ocksa linjen som innehéaller A och B med parameterform (1,1,1) +



t(1,2,0) sa vi har att linjens riktning v = (1,2, 0) &r parallel till F.

Lat n = (1,1,—2) vara en normalvektor till planet P. Eftersom vi vill att B
ska vara vinkelrdt mot P, maste en normalvektor ng till planet P vara vinkelrat
mot n. Dessutom maste ng vara vinkelrdt mot riktningen v, som &r parallel mot
Py. For att hitta en vektor som &ar vinkelrdatt mot bada n och v, kan vi t ex ta
kryssprodukten av n och v:

ng=nxuv=(4,-2,1).
En ekvation till det sokta planet P, blir da t ex

4-(x—-1)-2-(y—1)4+1-(z—1)=4dx—2y+2—-3=0.



